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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н А Я  ГЕ О М ЕТ РИ Я  СЕМ ЕЙ СТВА  К  (2,6)
В данной  статье п р о д о л ж ае тс я  исследовани е м н о го п ар ам етр и ­
ч еск и х  сем ейств  кривы х второго  п о р я д к а  (коник) в трех м ер н о м  
п р оекти вн ом  пространстве  ([3] — [4]). Рассм атривается  семейство 
К  (2, 6) — ш естип арам етрич еское  семейство н е вы рож д ен н ы х  коник С, 
плоскости  которы х образую т двухп ар ам етр и ч еско е  семейство. Это 
сем ейство  коник сущ ествует  с прои зволом  одной ф ункции шести 
аргум ен тов .  О бозначения  и терм и н о л о ги я  со о т в етст в у ю т  принятым
П оместим верш ину A 3 п о д в и ж н о го  репера [Aa] в х ар ак тер и сти ­
ческую  точку  M  плоскости  коники (при этом исклю чается случай 
п р о х о ж д е н и я  коники через  точку Ж), верш ины A i -  в точки к он и ­
ки, полярн о  соп ряж ен н ы е  относительно нее с точкой  A31 верш ину 
A 4 — в п рои звольн ую  то ч к у  п роекти вного  пространства, не л еж ащ у ю  
в плоскости коники. Здесь  и в д альн ей ш ем  условимся считать, что 
i , j ,  g,  Л, t  =  1, 2; і ф у; k Ф t\ m, п, г = 1 ,2 , '3 ;  т ф п\ ц ф г \ т ф г \  
0L T =  1 > 2, 3, 4; X =  1 ,2 ,  3, 4, 5 , 6 ;  о = і +  2; * = J +  2; E =  i +  4;
=  j  4- 4; по / ,у ,  g*, г, а не суммировать! Д ери вац ионн ы е ф орм улы  
репера (Aot) имеют вид:
d A a =  WaA ß, ( I )
где w£ — формы П фаффа, у д о влетворяю щ и е уравнениям  структуры 
проективного  пространства
В. И. М А Т В Е Е Н К О
(П редставлена кафедрой высшей математики)
В [1] -  [5 ] .
(2)
(3)
P
О стальны е главные формы вы р азя тся  ч ерез  них в виде: 
«>з =  0, wз =  Сз*о>*, w- = р (CikMk — Wg),
мк —  2 w 3 —  d  I n p  =  C xw x,
(4)
где Ca2 =  C31. Обозначим ч ерез  характеристические точки кони­
ки С подм н огообразия  T “ кони к  [5]. П одм н огообрази е  T f  [T l] к о ­
ник Co1 =  CO2 =  о)х =  со5 =Ico6 =  О [(O1 =  о)2 =  Co3 =  Co4 =  CO7j =  0] гео м етр и ­
чески х ар ак тер и зу ется  тем, что для него  прям ая  A 1A2 [AzA3] 
и точка A j неподвиж ны . Выбором базисных форм шх исклю чаю тся 
случаи, когда размерность м ногообразия  плоскостей коник меньше 
д в у х  и случаи неподвиж ности  точек А] для подмногообразий T i  
и Т ?  коник.
Из системы уравн ени й  (4) обычным путем [1] получаем сл ед у ю ­
щ у ю  систем у диф ф еренциальны х уравн ени й  внутреннего  ф у н д а м е н ­
тального  объекта C1 [C3*, Cx, /? ) :
S C f  =  C f  ,(TC3 +  TC4 -  TC7 — тс£), S Inp =  TZk — 2тс3,
оCi =  Cf* (тс^  — TC7)  TC4 +  CaTC4* — —  TC4 , (5 )
P
SCa =  Ca (тс} — тс7), SCe =s C e (тс} — тс3).
Из этих уравнений  непосредственно заклю чаем , что величины р, 
C f ,  Ca, Ce я в л я ю т с я  относительны ми инвариантами. Условие C37 =  О 
характери зует  сем ейство  коник, для  которого сеть линий (A)1Co2 = O  
на поверхности (A 3) является  сопряж енной . Н еголоном ное  T 5 [5] 
п одм ногообразие  коник соу. = 0  геометрически характери зуется  тем , 
что д л я  него прямая A yA 3 является  характеристикой плоскости к о ­
ники. Характеристическим элементом  плоскости [прямой линии]
I подм ногообразия  Тх_і плоскостей [прямых линий] называется такая 
прямая линия [точка], смещ ение которой для всех подм ногообра­
зий T 1, при надлеж ащ и х  подмногообразию  Т х - і  не выходит из п л о с­
кости [прямой линии] /. Условие Сÿ  =  0 характери зует  сем ейство 
коник, для  которого  линия (A)7 ==O на поверхности (A 3) является  
асимптотической линией. Д л я  этого семейства коник касательная 
к линии (Oj =  0 на поверхности (A3) совпадает с прямой A3Ay-. У сл о ­
вие Ca =  O [СЕ =  0] характеризует  семейство коник, для которого  
точка Aj является  четы рехкратной  [трехкратной] характеристической ѵ 
точкой коники С для  подмногообразия xYtl [T i]  коник. П риведен ны е 
здесь  геом етрические характеристики относительных инвариантов 
вы текаю т из ф орм ул  (1) и системы уравнений
(X3)2 — 2PX1 X2 =  0, л 4 = 0, x k(ok =  О,
. (6)
(O3 ( х 1)2 +  (о4 (X 2) 2 +  C xWxX1X2 +  W5X 1X3 +  W6X2X3 =  О
для  определения  точек  пересечения исходной и смежной коник се ­
мейства К (2,6).
Величины
л  СгС? Ві PÇY
( C l 2)2 ’ ‘ q 2( ( + ) 2 ’ 1 c a c Y
являю тся  абсолютными инвариантами. Геометрически они х ар ак тер и ­
зую тся через слож ны е отнош ения четверок  точек  следую щ им о б р а ­
зом : v
А =  (A1A2; S23S 13), B i =  -I- (AiA3, S jPj)2,
Zn
(7>
H 1 =  - ( A i A j ;PiS j3),
1 8 4
где S 1r —  проекция  из точки Ar на прямую A mA n точки п ересечени я  
касательной  к линии (A3)0, = о с коникой С, точка пересечения
прямой A1A 2 с прямой D12D4, P j - точка пересечения прямы х AjA 3 
и AiDa4, Pf — точка, располож енная на прямой A iA 3 и полярно  с о ­
п ряж ен ная  точке  Pjотносительно коники С. И спользуя  в ы р а ж е ­
ния (7), получаем  следую щ ие равенства:
(A1A3; P f P ? )  =  (A2A3; P I P i2),
(A1A2; SlSl) =  (A iA 3; SjS1j ).
И склю чая из рассмотрения случаи обращ ения в нуль относи­
тельных инвари антов  C12y С5, осущ ествим следую щ ую  фиксацию 
репера:
Jt7 =  Cj2 =  C5 =  1. (8)
Если учесть ещ е условие эквипроективности  (A 1A 2A3A4) = = I ,  то п о ­
лучим тс“ =  0. Формы сиа становятся  главйыми и м ож н о  записать их 
р азл о ж ен и е  по базисным формам в виде
<4 =  C fw x, (9)
где  C f = O .
И з системы уравнений (9) оѵбычным путем получаем  следую щ ую  
систему ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравнений внутреннего  продол ж ен н ого  
ф ун дам ен тальн ого  об ъ е к та ' C2 (C1, Crх} [1]:
(N/o/z /ota j  /'-»Д 3 . I ъ /^г , a+2oC/ .=  Li Tc4 — CjTC4 — тс4, oCr = 0 ,
(10.)
5; r>i j  N x- L  / 'd 1! 3 £/"»3/   /  лЗЕ 3
^ C j  — Cf TC4 O j  TC4, оС з — Сз С з ^4*
v
Так как системы уравнений (5) и (10) алгебраи чески  разреш им ы  от­
носительно всех  линейно независимы х форм и?=  и?— 8 ¾ ,  то о б ъ ект  C2 
я в л я е т с я  основным [1]. , ч
Системы уравнений  (5) и (10) даю т возм ож ность  осущ ествить 
следую щ ую  фиксацию  репера:
S 1 =  S 2 =  1, Cf +  С? +  C j1 (С? -  1) +  С? + 5 3 ( С ? -  1) =  0, 0, (11)
где - •
Cf =  C f  -  Cf,  S i =  1 T . .Ç'.T~ Sa= - Y i
. с)
При этой фиксации все вторичны е парам етры  ф иксирую тся и репер 
становится каноническим. Выясним геом етрический  смысл ф икса­
ции ( И ) .  Н еголон ом н ое  п одм н о го о бр ази е  Y 2 коник
CU/ == (Ua =  (U£ — CijUj =  CU7J — SIWj — S xWx =  0 (12)
геом етрически  характери зуется  тем, что д л я  него точка  A i непод­
виж на, а точка  P3i является  характери сти ч еской  точкой прям ой  PjAj. 
Точки Aj и Pjдля этого  подм ногообразия описывают неголоном ны е 
п о в ерхн ости , касательны е плоскости  к которы м  обозначим  через 
CLj и bj. При ф иксации (11) верш ина A 4 репера (Aa) п о м ещ ается  
в т о ч к у  пересечени я  плоскостей и Ьѵ Н еравенство  О
исклю чает  случай неподвижности точки Р\ для  п одм н огообрази я  (12).
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Д ери вац ионн ы е ф орм улы  построенного кан онического  репера 
имеют вид:
dAi  =  Ci <о\Аі -f- MaAj -f- (со / -f- Cÿvj  (D0 A 8 +  (DfA4,
(13)dA 3 =  (C3k<ok -f- со,) Afc +  C3x(D).A3, d A 4 =  C4 (DxAß.
У равнения  структуры  (2) приводят к следую щ ей системе конечны х 
соотношений:
2 C f  +  C131 =  C f  =  0. (14)
Н еголоном ное подм н огообрази е  1F5 коник 1FJJ=O  геом етрически 
характеризуется  тем, что для него точка Aol я в л я е т с я  характеристи­
ческой точкой плоскости  AaA zAix. (а, р, т, у) =  1, 2, 3, 4; а Ф  р, т, jx; р +  т, р.; 
т ф  р. Н еголон ом н ое  п одм н о го о бр ази е  xF 5 коник «д =  0 гео м е т р и ч е ­
ски х ар ак тер и зу ется  тем, что для  него точки  Ai и A 3 полярно со­
пряж ен ы  относительно  проекции  смежной коники из точки A4 на 
плоскость исходной коники С.
/И з  системы уравнений  (6) и ф ормул (13) вы текаю т следую щ ие 
п редлож ен и я :
1. Т оч ки  Af являю тся  двухкратны м и ф окусами коники С н е го ­
лономной конгруэнции коник (D3 =  (D4 = (D5 =  O6 =  O и этим фокусам 
соответствую т ф окальны е семейства Mi -- 0. О стальны е два ф окуса  
коники С этой конгруэнции л еж ат  на прямой, п роходящ ей  через  
то ч ку  A 3, и им с о о т в ет ств у ет  сдвоенное ф окальное  семейство Ck(ok= 0 .
2. Д л я  неголоном ной  конгруэнции коник =  шх =  ш5 =  оз6 =  0 
[ojy =  (D3 =  CD4 =(Ot j =C)] фокусы коники С совпадают с точками DfiDl]. 
П ричем, фокус Aj является  четы рехкратны м  фокусом и ему со о твет ­
ствует неопределенное ф окальное семейство. О стальны м  д ву м  ф о к у ­
сам коники С этой  конгруэнции соответствует  сдвоенное ф окальн ое  
семейство (Oi =  0. Причем, ф окал ьны е линии Mi =  0 я вл яю тся  п л о с ­
кими линиями, располож енны м и в плоскостях коник С.
3. Д л я  неголономной конгруэнции коник (Oj =  (оа =  со5 =  ш6 =  0 
фокусами коники С являю тся  точки Dj и точка Aj . П ричем, точки Ak 
являю тся д вухкратн ы м и  фокусами. Ф окусу Aj соответствует  ф о к а л ь ­
ное семейство шх =  0, а остальным фокусам  — ф окальн ое  семейство 
(Df — 0. П ричем , ф окальны е линии (O1 =  0 являю тся  плоскими лини­
ями, расп олож ен н ы м и  в плоскостях  коник С.
4. Д л я  неголоном ной кон груэнци и  коник соу. =  (D3 =  о>4 =  ■(о^  =  0 
фокусы коники С совпадают с точкам и Dl. П ричем, точка  A j я в ­
ляется  трехкратным фокусом, а точка Ai — д вухкратн ы м  фокусом. 
Ф окусу  Aj со о тветствует  н еоп р ед ел ен н о е  ф окальное  семейство, 
а остальным фокусам  — ф окальное  семейство Mi =  0. П ричем, ф о ­
кальны е линии (Df =  O являю тся  плоскими линиями, расположенными 
в плоскостях  коник С.
5. Ф окусы луча неголономной конгруэнции прямых 
(A1A 2)(D3=CO4=O)5=CO6=O гармонически д ел я т  точки A 1 и A2.
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